§ 2. ТЕОРЕТИКО-ЧИСЛОВЫЕ СВОЙСТВА ЧИСЕЛ ФИБОНАЧЧИ

Вторая глава рассматривает  свойства чисел Фибоначчи, касающиеся их делимости.

Если существует хотя бы одно число Фибоначчи un делящееся на m, то таких делящихся на m чисел Фибоначчи можно найти сколь угодно много. Ими будут, кроме un, например, числа u2n, u3n., u4n… 

Оказывается, что по заданному числу m можно найти хотя бы одно делящееся на него число Фибоначчи. Это доказывает следующая теорема: 
Каково бы ни было целое число m, среди первых m2—1 чисел Фибоначчи найдется хотя бы одно, делящееся на m. Эта  теорема не утверждает ничего о том, какое именно число Фибоначчи разделится на m. Она говорит только, что первое число Фибоначчи, делящееся на m, не должно быть особенно большим. Рассмотрим справедливость этой теоремы на конкретном примере. Пусть m = 5, тогда m2—1 = 24, то есть n = 24
	№ п-п
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Числа
	1
	1
	2
	3
	5
	8
	13
	21
	34
	55
	89
	144


	№ п-п
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24

	Числа
	233
	377
	610
	987
	1597
	2584
	4181
	6765
	10946
	17711
	28657
	46368


Вывод: Приняв за m число 5. Из 24 чисел последовательности Фибоначчи на m делится 4 числа. Теорема верна.


Теорема. Соседние числа Фибоначчи взаимно просты.
Возьмем два соседних числа. Например, u5 = 5  и  u6 = 8. 
Пусть вопреки утверждению теоремы 5 и 8 имеют некоторый общий делитель d> 1. Тогда и их разность 8 - 5 будет делиться на d. А так как 8 — 5 = 3(u4), на d должно делиться и 3. Числа 8 и 5 не имеют общего делителя.

Имеет место равенство (um , un)= u(m,n) .


О делимости чисел Фибоначчи можно судить, рассматривая делимость их номеров. Рассмотрим, несколько «признаков делимости» чисел Фибоначчи. Под признаком делимости мы понимаем здесь признак, по которому можно определить, делится или нет то или иное число Фибоначчи на некоторое данное число.

Число Фибоначчи четно тогда и только тогда, когда его номер делится на 3. 

Число Фибоначчи делится на 3 тогда и только тогда, когда его номер делится на 4.

Число Фибоначчи делится на 4 тогда и только тогда, когда его номер делится на 6. 

Число Фибоначчи делится на 5 тогда и только тогда, когда его номер делится на 5. 

Число Фибоначчи делится на 7 тогда и только тогда, когда его номер делится на 8. 

Число Фибоначчи делится на 16 тогда и только тогда, когда его номер делится на 12. Доказательства всех этих признаков делимости и всех других, подобных им, легко могут быть проведены читателем при помощи предложения, приведенного в начале этого пункта, и рассмотрения соответственно третьего, четвертого, пятого, шестого, восьмого, двенадцатого и т. д. чисел Фибоначчи. Пусть заодно читатель докажет, что не существует чисел Фибоначчи, дающих при делении на 8 в остатке 4, а также, что нет нечетных чисел Фибоначчи, делящихся на 17.


Рассмотрим следующее свойство: Если число Фибоначчи имеет нечетный номер, то все его нечетные делители имеют вид 4t+1. 
Вернемся к нечетным номерам рассматриваемой последовательности чисел Фибоначчи. 
	№ п-п
	5
	7
	11
	13
	17
	19
	23

	Числа
	5
	13
	89
	233
	1597
	4181
	28657

	4t+1
	5:4= 1+1
	13:4=3+1
	89:4=22+1
	233:4=58+1
	1597:4=399+1
	4181:4=1045+1
	28657:4=7164+1


Вывод: свойство верно

Теорема. Всякое натуральное число разлагается на простые множители лишь одним способом. 
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